Calka potrojna — zamiana zmiennych

Zamiana zmiennych w calce potrojnej

Podobnie, jak to miato miejsce w przypadku calki podwojnej, tak i przy
obliczaniu calki potrdjnej zastosowanie twierdzenia o zamianie zmiennych
czesto upraszeza i skraca rachunki.

Twierdzenie 5. (0 zamianie zmiennych w calce potréjnej)

Jezeli przeksztatcenie dane rownaniami:

x=oW,v,w), y=Uvu,v,w), z=8u,v,w), 3)
odwzorowuje przestrzenny obszar regularny V' (w przestrzeni zmiennych u, v
i w) na obszar regularny V' (w przestrzeni zmiennych x, y i z) oraz:
1) funkcje ¢, 1, € sa ciagle i maja ciagle pochodne w obszarze V' i na
jego brzegu,
2) funkcja f jest ciaglta w obszarze V,

3) przeksztalcenie (3) wnetrza obszaru V' na wnetrze obszaru V  jest
wzajemnie jednoznaczne,

4) jakobian
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przeksztatcenia (3) jest r6zny od zera wewnatrz obszaru V', to
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Najczgsciej przy stosowaniu wzoru (4) do calek potrojnych uzywa sie
wspotrzednych walcowych lub sferycznych.



Wspoélrzedne walcowe (cylindryczne) w calce potrojnej

Wspétrzednymi walcowymi (cylindrycznymi) punktu P w przestrzeni R’
nazywamy trojke liczb (r,¢,z), gdzie (r,¢) sa wspotrzednymi biegunowymi
rzutu prostokatnego punktu P na plaszczyzng Oxy, a z jest wspotrzedng
kartezjanska punktu P, przy czym plaszczyzna Oryp  pokrywa si¢ z
ptaszczyzna Oxy, a 0§ biegunowa pokrywa si¢ z dodatnim zwrotem osi Ox.

Rys. 4. Wspotrzedne walcowe w przestrzeni

Latwo zauwazy¢ zwigzki miedzy wspotrzednymi kartezjanskimi (x,y, z)
1 wspolrzgdnymi walcowymi (r,¢,z) punktu P:

X=7rcosyp
y=rsing , 6))
zZ=2Z

gdzie 0<r<+o0, 0<p<2n, —co<z<+0.

Obliczamy jakobian przeksztalcenia (5):
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Zatem w tym przypadku wzor (4) przyjmie postac:



ffff(x,y,z)dxdydz :ffff(rcosap, rsiny, z)rdrdpdz . (6)
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Przyklad 3. Korzystajac ze wspotrzednych walcowych obliczy¢ catki potrdjne
po podanych obszarach:

C e 2 2
a) f[fxdxdydz, Vi x?432<1, z>0, z<3, x>0, y>0,

b) fff\/xz + y? dxdydz , V jest ograniczony powierzchniami: z= /x> + y*
v

z=1,
Rozwiazanie.
a) Przyktad ten rozwiazalismy w poprzednim czgs$ci materiatow (przyktad 2c).
Tym razem postuzymy si¢ wspotrzednymi walcowymi. Obszar V oraz jego rzut
na plaszczyzne Oxy zostal zilustrowany na rysunku 4. Latwo stwierdzi¢, ze
wspotrzedne walcowe dowolnego punktu obszaru V' spetniaja warunki:
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.
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0<z<3
Zatem obszar 4 w prostokagtnym uktadzie wspotrzednych jest

prostopadto$cianem. Aby obliczy¢ dang catke potrojng skorzystamy ze wzoru
(6), a nastepnie (w celu uproszczenia obliczen) z punktu 2° twierdzenia 4:
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b) Obszar przestrzenny V jest od dotu ograniczony stozkiem obrotowym, o
rownaniu z=+/x> + y* , a od gory plaszczyzng z =1 (rysunek 5a).

Rysunek 5b przedstawia rzut D obszaru V' na ptaszczyzne Oxy. Rzut ten jest
kolem o promieniu rownym 1, co stwierdzamy podstawiajgc z=1 do réwnania
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z=+x>+y* (czyli rozwigzujemy uklad rownan, aby wyznaczyé krawedz
przecigcia stozka i ptaszczyzny). Wprowadzamy wspdirzedne walcowe:

X=rcosyp, y=rsing, z=z.



Patrzac na rysunek obszaru D tatwo stwierdzi¢, ze wspotrzedne walcowe 7, ¢
dowolnego punktu obszaru V' spetniajg warunki:

0<r<l, 0<p<2m.
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Rys. 5. Tlustracja do przyktadu 3b

Zauwazmy, ze wspotrzedna z dowolnego punktu obszaru V' zmienia si¢ od
powierzchni stozka do ptaszczyzny z=1. Aby wyznaczy¢ lewy koniec
przedzialu zmienno$ci wspotrzednej walcowej z  (prawy jest rowny 1)
wstawiamy x =rcosp i y=rsing do roOwnania stozka i otrzymujemy:

z :\/x2 + 5 :\/r2 cos @ +r*sin’ ¢ :\/rz(cos2 @ +sin’ @) =r.
Mozemy zatem zapisac:
V’z{(r,ap,z): 0<r<1, 0<p <27, r<z<1}.
Przechodzimy do obliczenia danej calki potrojne;j:

x* + y? dxdydz = \/r2 cos” @ +r2sin’ ¢ - rdrdpdz =
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Wspélrzedne sferyczne w calce potréjnej

Wspétrzednymi sferycznymi punktu P w przestrzeni R® nazywamy trojke liczb
(r,p,0), gdzie r jest dtugoscig promienia wodzgcego (odleglos$cig punktu P
od poczatku uktadu wspolrzednych), ¢ jest miarg kata zawartego miedzy osia

Ox, a prostokatnym rzutem promienia wodzacego na plaszczyzn¢ Oxy, 0 za$
jest miarg kata zawartego mi¢dzy dodatnim zwrotem osi Oz, a promieniem
wodzacym (rys. 6).

Rys. 6. Wspotrzedne sferyczne w przestrzeni

Wspolrzedne kartezjanskie (x,y,2) sa zwigzane ze wspotrzednymi
sferycznymi (r,,0) zalezno$ciami:
X =rcospsinb
y=rsinypsinb , @)
z=rcos0
gdzie 0<r<+o0, 0<p<2w, O0<O< ™.

Obliczamy jakobian przeksztalcenia (7):

gr g@ g@ cosysin® —rsinypsin® rcosypcosh
J(r,p,0)= CAA A4 =|sinypsin® rcosysin® rsinpcosh|=
or 0O¢ 09 .
cosf 0 —rsinf
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= —r’sinf.

Zatem w tym przypadku wzor (4) przyjmie postac:
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Przyklad 4. Korzystajac ze wspotrzednych sferycznych obliczy¢ calki potrdjne
po podanych obszarach:

a) fff«/xz—i—yz—i—zzdxdydz; V: x2+y2+22§1, x>0, y>0,z>0,
Vv

2 2 . 2 2 2
b) f[f(x +y )dXdde, 1§X +y +z §4, ZSO

Rozwiazanie.
a) Obszar catkowania V' przedstawiony jest na
rysunku 7. Jest on oOsma czescig kuli '

opromieniu R=1. W danej calce potrojnej

dokonamy zamiany zmiennych na wspotrzedne

sferyczne. Zauwazmy, ze gdy punkt P(x,y,z)

zmienia si¢ w obszarze V, to jego wspotrzedne

sferyczne spetniajg nierownosci: o)
0<r<i
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0<p<—
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Stosujac wzor (8) obliczamy dang calke:

fff\/xz +y* + 2* dxdydz =
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Zauwazmy, ze W powyzszej calce obszar catkowania /4 jest
prostopadtoscianem, a zatem kolejno$¢ catkowania nie miata tutaj znaczenia
(twierdzenie 4 punkt 1°). Dodatkowo, poniewaz po dokonaniu zamiany
zmiennych na wspolrzedne sferyczne, funkcja podcalkowa jest funkcija
o zmiennych rozdzielonych, to przy obliczaniu danej calki mozna bylo
skorzysta¢ ze wzoru znajdujgcego si¢ w punkcie 2° twierdzenia 4 (tak ja to
uczynilismy w przyktadzie 3a).

b) Obszar catkowania V przedstawiony
jest na rysunku 8. Mamy tutaj do czynienia Az
z dolng potowa obszaru ograniczonego
dwiema sferami: jedng o promieniu
R =1, a druga o promieniu R, =2.

Okreslamy zakres zmiennoS$ci
wspotrzednych sferycznych  dowolnego
punktu obszaru V. Poniewaz rzutem tego
obszaru na ptaszczyzng¢ Oxy jest koto
(o promieniu 2), to wspétrzedna ¢ bedzie Rys. 8

spelniata nierownos$¢: 0<¢ <2w. Latwo

ustali¢, ze odleglos¢ r dowolnego punktu obszaru V' od poczatku uktadu
wspolrzednych zmienia si¢ w przedziale: 1<r <2, natomiast kat zawarty
migdzy promieniem wodzacym, a dodatnim zwrotem osi Oz przyjmuje

warto$ci: ggegw . Wobec tego:
:{(r,@,e): 1<r<2, 0<p<2m, ggegw}.

W rozwazanej calce dokonujemy zamiany zmiennych na wspotrzedne
sferyczne, a nastgpnie korzystamy z twierdzenia 4 (z punktu 1° lub 2°):

f f (x> + ) dxdydz =
14
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W celu obliczenia catki f sin® 0d0 zastosowali$my powyzej nastepujacy wzor

rekurencyjny:

. 1., n—1 e
fsm” xdx =——sin"" xcosx + fsm” ! xdx.
n n
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